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Лабораторная работа №5

Проверка статистических гипотез о параметрах нормально
распределенной случайной величины

Пусть дана некоторая оценка 
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, построенная по выборке из случайной величины 
[image: image2.wmf]x

. Есть основание считать, что истинное значение оцениваемого параметра равно 
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. Однако выборочное значение 
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 вряд ли будет совпадать с 
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, поскольку 
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 – случайная величина. В связи с этим возникает вопрос при каком отклонении 
[image: image7.wmf]q
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 от 
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 и с какой степенью уверенности можно утверждать, что истинное значение оцениваемого параметра 
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 отлично от 
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. Ответом на этот вопрос может служить вероятность ( вычисленная в предположении 
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больше некоторого фиксированного числа, о величине которого будет сказано ниже. Если эта вероятность мала, то мы являемся свидетелями маловероятного события, т.е. отличие эмпирического значения 
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 от гипотетического значения 
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 представляется значимым, и гипотеза о том, что 
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, должна быть отвергнута. Если же эта вероятность велика, то отклонение 
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 от 
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 , по-видимому, обусловлено естественной случайностью, и, следовательно, гипотеза о том, что
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, может быть принята.

Рассмотрим общий подход к процедуре проверки гипотез. Пусть 
[image: image19.wmf]q
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 – выборочное значение оцениваемого параметра 
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 и пусть 
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 – плотность вероятностей случайной величины 
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 при условии, что 
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Рис. 5.1. Области принятия и отклонения гипотез

На рис. 5.1 изображен график функции 
[image: image25.wmf]q
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, на котором отмечены точки 
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 и 
[image: image27.wmf]right

q

, для которых выполнены условия 
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, где 
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 – некоторое малое число. Это число имеет простой смысл: если вероятность события не превышает 
[image: image31.wmf]a

, то событие маловероятно и мы не можем стать свидетелем такого события, т.е. если вычисленное значение 
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 окажется вне промежутка 
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, то есть все основания усомниться в том, что истинное значение параметра 
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 равно 
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, и в этом случае гипотезу о том, что 
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, следует отвергнуть (отклонить). В противоположном случае, гипотеза может быть принята. Вероятность 
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, использованная при вычислении интервала 
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, называется уровнем значимости; области значений 
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, при которых гипотеза отвергается или принимается, называются соответственно областью отклонения (критической областью) и областью принятия гипотезы.
В приведенном на рис. 5.1 примере критерий проверки гипотезы был двусторонним, поскольку значимыми были отклонения 
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 от 
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 в обе стороны.

Проверка гипотезы о числовом значении математического ожидания при известной дисперсии

Пусть 
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 – неизвестная величина, а дисперсия 
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 известна. Сформулируем нулевую гипотезу 
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 о том, что неизвестный параметр a равен заданному числу
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.Альтернативную гипотезу 
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 можно сформулировать тремя способами:
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Рассмотрим подробно каждый из этих трех случаев.

Обратимся к первому случаю. Зададимся некоторым уровнем значимости 
[image: image52.wmf]a

 и вычислим по выборке 
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Если гипотеза верна, то случайная величина 
[image: image55.wmf]j

 имеет стандартное нормальное распределение, и является его плотностью, в большинстве экспериментов величина 
[image: image56.wmf]j

 будет мало отличаться от нуля. Если же ее отклонения от нуля велики, то указывает на ошибочность гипотезы 
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Выделим для критерия 
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 критическую область, т.е. укажем такие значения 
[image: image59.wmf]j

, при которых гипотезу 
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 следует отвергнуть.
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Рис. 5.2. Критическая область для альтернативной гипотезы 
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Определим границы критической области 
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Критические точки 
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Когда критическая область найдена, можно вычислить по выборке значение критерия ( и проверить, попадает ли оно в критическую область.


Если 
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, то гипотеза Н0 отвергается и принимается гипотеза Н1. Если же 
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Ниже приведен фрагмент рабочего документа Mathcad, содержащий проверку гипотезы о величине математического ожидания нормально распределенной случайной величины Н0: а=1 при альтернативной гипотезе Н1: а(1.
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Гипотеза Н0: М(=1 принимается


Указание. Сначала с помощью функции rnorm(N,m,() сгенерирована выборка объема N=100 из значений случайной величины, имеющей нормальное распределение 
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, и оценка математического ожидания 
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. Высказана нулевая гипотеза о том, что значение параметра 
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 равно а0=1, т.е. Н0: а0=1. Затем вычислено значение критерия ( = –1.505 и, поскольку – 1.505 ((– 1.645, 1.645), нулевая гипотеза принимается на уровне значимости ( = 0.1.
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Рис. 5.3 Критическая область для альтернативной гипотезы Н1: 
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Рассмотрим второй случай с нулевой гипотезой Н0: 
[image: image82.wmf]0
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и альтернативной гипотезой Н1: a > a0. Снова зададимся некоторым уровнем значимости ( и вычислим по выборке 
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В рассматриваемом случае критическая область значений критерия (, при которых гипотеза Н0 отвергается, правосторонняя (рис. 5.3).


Критическая точка удовлетворяет условию 
[image: image86.wmf](

)

a

j

a

=

>

,

r

x

P

и находится как решение уравнения 
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Когда критическая область найдена, можно вычислить по выборке значение критерия ( и проверить, попадает ли оно в критическую область. Если 
[image: image88.wmf]a
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, то гипотеза Н0 не отвергается.


Ниже приведен фрагмент рабочего документа Mathcad, содержащий проверку гипотезы Н0: 
[image: image89.wmf]1
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 о величине математического ожидания а нормально распределенной случайной величины при альтернативной гипотезе Н1: 
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Гипотеза Н0: М( = 1 принимается, поскольку –1.391<1.645


В третьем случае с нулевой гипотезой Н0: 
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 и альтернативной гипотезой Н1: 
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 опять зададимся некоторым уровнем значимости ( и вычислим по выборке 
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В рассматриваемом случае критическая область значений критерия (, при которых гипотеза Н0 отвергается, левосторонняя (рис. 5.4).
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Рис. 5.4 Критическая область для альтернативной гипотезы Н1: 
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Критическая точка удовлетворяет условию 
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и находится по формуле 
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. Когда критическая область найдена, можно вычислить по выборке значение критерия ( и проверить, попадает ли оно в критическую область. Если 
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Ниже приведен фрагмент рабочего документа Mathcad, содержащий проверку гипотезы о величине математического ожидания а нормально распределенной случайной величины Н0: а = 6 при альтернативной гипотезе Н1: 
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Гипотеза Н0: М( = 6 отвергается, поскольку –11.505 < –1.645

Задание 5.1

Проверка гипотезы о числовом значении математического ожидания при известной дисперсии
Смоделируйте выборку 100 значений нормально распределенной случайной величины с указанными параметрами. Сформулируйте нулевую гипотезу о величине математического ожидания и проверьте для заданных уровней значимости три альтернативные гипотезы (варианты задания таблица 5.1).

Порядок выполнения задания

1. Смоделируйте описанную в условии выборку.

2. Найдите по выборке точечную оценку математического ожидания.

3. Сформулируйте нулевую гипотезу о значении математического ожидания Н0: 
[image: image108.wmf]0
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.

4. Вычислите значение критерия.

5. Найдите границы критической области для альтернативной гипотезы Н1: 
[image: image109.wmf]0
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a

¹

.

6. Сравните значение критерия с границами критической области и сформулируйте соответствующее утверждение.

7. Найдите границы критической области для альтернативной гипотезы Н1: 
[image: image110.wmf]0
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a
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.

8. Сравните значение критерия с границами критической области и сформулируйте соответствующее утверждение.

9. Найдите границы критической области для альтернативной гипотезы Н1: 
[image: image111.wmf]0
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a
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.

10. Сравните значение критерия с границами критической области и сформулируйте соответствующее утверждение.

Пример выполнения задания

В каждом из приведенных выше трех фрагментов рабочих документов Mathcad произведены проверки для одной из альтернативных гипотез.

Таблица 5.1
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