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Лабораторная работа №4

Интервальное оценивание параметров нормально

 распределенной случайной величины
Точечные оценки дают приближенное значение неизвестного (оцениваемого) параметра. Сама оценка является случайной величиной, и если известно ее распределение или хотя бы дисперсия, то можно указать пределы, в которых с достаточно большой вероятностью лежит неизвестное значение параметра. Эти пределы легко вычисляются через дисперсию. Важно понимать, что пользоваться полученными значениями пределов можно, только если они не зависят от самого оцениваемого параметра.


Зададимся достаточно малой с практической точки зрения вероятностью ( и рассмотрим выборку 
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из генеральной совокупности, отвечающей случайной величине (, имеющей распределение 
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В этом случае интервал 
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 называется доверительным интервалом для параметра (, соответствующим доверительной вероятности 
[image: image10.wmf]a

-

1

.

В ряде практически важных случаев функции 
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 можно найти в явном виде.

Чтобы привести соответствующие примеры, обратимся к интервальному оцениванию параметров нормально распределенной случайной величины.

Доверительные интервалы для математического ожидания

Известная дисперсия D[(]
Пусть ( – нормально распределенная случайная величина с неизвестным математическим ожиданием а и известной дисперсией D[(]. Задача состоит в построении доверительного интервала для неизвестного математического ожидания а.


В качестве оценки параметра а возьмем выборочное среднее 
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1) случайная величина 
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распределена нормально и ее математическое ожидание равно 
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2) случайная величина 
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тоже распределена нормально и ее математическое ожидание равно нулю, 
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3) дисперсия случайной величины 
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4) случайная величина 
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 распределена нормально 

Таким образом, построена функция 
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 – «агрегат» из выборочных значений, который представляет собой случайную величину со стандартным распределением, в данном случае – с нормальным 
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 не зависит ни от оцениваемого параметра а, ни от единиц измерения выборочных значений.


Пусть Ф(х) – функция распределения случайной величины, имеющей стандартное нормальное распределение:
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Зададимся доверительной вероятностью ( и определим величину 
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Из рис. 4.1 видно, что если случайная величина ( имеет стандартное нормальное распределение, то с вероятностью (1-() ее значение попадает в интервал 
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 имеет стандартное нормальное распределение, то с вероятностью (1-() ее значение тоже лежит в интервале 
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и, следовательно, с вероятностью (1-() выполняется неравенство 
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Рис. 4.1. Доверительный интервал для математического ожидания

Это означает, что с вероятностью р=1-( интервал 
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 накрывает неизвестный параметр а. Получен универсальный алгоритм построения доверительных интервалов для неизвестного математического ожидания при известной дисперсии.


Итак, в данном случае 
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Неизвестная дисперсия D[(]
Если из выборочных значений составить случайную величину  
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, то, естественно, возникает вопрос о вычислении «аналога» D[(]. Обычно вместо D[(] подставляют оценку дисперсии 
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 и рассматривают величину 
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.


Опять зададимся доверительной вероятностью ( и определим величину 
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 - функция распределения Стъюдента с п – 1 степенями свободы.


Строим доверительный интервал 
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Этот интервал с вероятностью 1- ( накрывает оцениваемый параметр а, т.е. неравенства
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выполняются с вероятностью 1- (, и в этом случае 
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Доверительный интервал для дисперсии

Известное математическое ожидание
Требуется найти доверительный интервал для неизвестной дисперсии 
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нормально распределенной случайной величины (, если известно ее математическое ожидание а. Составим для 
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 и рассмотрим отношение  
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Поскольку каждая из случайных величин 
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имеет стандартное нормальное распределение, то случайная величина 
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Для построения доверительного интервала зададимся доверительной вероятностью ( и определим величины 
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Тогда 
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Отсюда имеем с вероятностью 1–( неравенства 
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- доверительный интервал для неизвестной дисперсии.


Замечание. Квантили 
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находятся как корни уравнений 
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– функция (2- распределения с п степенями свободы.

Неизвестное математическое ожидание
Требуется найти доверительный интервал для неизвестной дисперсии (2 нормально распределенной случайной величины (, если не известно ее математическое ожидание. Составим для (2 оценку 
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и рассмотрим отношение 
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Здесь 
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Можно доказать, что случайная величина 
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 имеет (2- распределение с п–1 степенями свободы. Определим квантили 
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Тогда 
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т.е. 
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– доверительный интервал для неизвестной дисперсии.
Доверительный интервал для параметра пуассоновского
распределения

Пусть 
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Опишем алгоритм построения доверительного интервала для неизвестного параметра (.

Точечная оценка для ( имеет вид 
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Теперь задача состоит в том, чтобы образовать из 
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 стремится к случайной величине со стандартным нормальным распределением (асимптотически распределена нормально с параметрами 0 и 1).


Тогда, если 
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 и доверительный интервал для ( можно записать в виде 
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. С вероятностью Р ( 1- ( этот интервал накрывает оцениваемый параметр ( пуассоновского распределения.

Доверительный интервал для вероятности

В практических задачах достаточно часто возникает необходимость строить доверительные интервалы для оценки неизвестной вероятности события. Выше уже отмечалось, что точечной оценкой вероятности события в схеме независимых испытаний Бернулли является величина 
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Если х( – решение уравнения 
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С ростом объема выборки п растет и точность вычисления границ доверительного интервала.

Доверительный интервал для коэффициента корреляции

Приведем алгоритм построения доверительного интервала для коэффициента корреляции. Пусть 
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Если, как обычно, 
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Здесь 
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Найденный доверительный интервал, конечно, приближенный. Однако уже при небольших объемах выборки он практически не отличается от точного.


Замечание. Точечную оценку для коэффициента корреляции можно вычислить по формуле 
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Задание 4.1

Доверительные интервалы для математического ожидания

Доверительный интервал для дисперсии

Найдите доверительные интервалы для математического ожидания М[(] и дисперсии D[(] по выборке 
[image: image103.wmf]n
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из нормального распределения.

Порядок выполнения задания

1. Определите и введите компоненты вектора выборочных значений случайной величины.

2. Вычислите точечные оценки М[(] и D[(].
3. Вычислите 95 %-ный доверительный интервал для математического ожидания при неизвестной дисперсии.

4. Вычислите 90 %-ный доверительный интервал для дисперсии.

Пример выполнения задания

Найдите доверительные интервалы для математического ожидания и дисперсии приведенной ниже выборки из нормального распределения (табл. 4.1).
Таблица 4.1

х
904.3
910.2
916.6
928.8
935.0
941.2
947.4
953.6
959.8
966.0
972.2
978.4

у
3
1
2
7
8
10
4
2
4
1
1
1


Фрагмент рабочего документа Mathcad с вычислениями доверительных интервалов представлен ниже ( в приведенном фрагменте опущено определение массива D, который во втором столбце содержит значения случайной величины, а в первом – их количество в выборке).
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95 %-ный доверительный интервал для математического ожидания
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90 %-ный доверительный интервал для дисперсии
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Таким образом, найдены 95 %-ный доверительный интервал для математического ожидания (933.582, 943.804) и 90 %-ный доверительный интервал для дисперсии (205.19, 420.114).

Задание 4.2

Доверительный интервал для параметра пуассоновского
распределения

Найдите доверительный интервал для параметра ( по заданной выборке 
[image: image107.wmf]n
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 из пуассоновского распределения.

Порядок выполнения задания

1. Сгенерируйте выборку из 500 значений случайной величины, имеющей пуассоновское распределение с заданным параметром ( по первым 100, 150, 200, …, 500 элементам выборки.

2. Найдите для заданного значения доверительной вероятности ( квантиль уровня  1–0.5( стандартного нормального распределения.
3. Найдите точечную оценку параметра (.

4. Вычислите доверительный интервал для ( с заданным значением доверительной вероятности (.(рис. 4.3).

5. Постройте график зависимости 
[image: image108.wmf]left

right

l
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l
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 от п для различных ( (рис. 4.4).
Пример выполнения задания

Фрагмент рабочего документа Mathcad с вычислением доверительного интервала для ( с доверительной вероятностью ( = 0.1 приведен ниже.
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Рис. 4.2
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Рис. 4.3
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Рис. 4.4


Таким образом, для выборки из 500 значений случайной величины, имеющей пуассоновское распределение с параметром ( = 3, получен следующий 90 %-ный доверительный интервал для параметра (: (2.811, 3.063) .

Задание 4.3

Доверительный интервал для вероятности

Найдите доверительный интервал для вероятности события по заданным значениям числа испытаний п и числа т появлений события в серии из п испытаний (варианты задания таблица 4.2).

Порядок выполнения задания

1. Найдите для заданного значения доверительной вероятности ( квантиль уровня 1–0.5( стандартного нормального распределения.

2. Найдите точечную оценку параметра р.

3. Вычислите доверительный интервал для параметра р с заданным значением доверительной вероятности (.(рис. 4.5)

Пример выполнения задания

Фрагмент рабочего документа Mathcad с вычислением доверительного интервала для р с доверительной вероятностью ( = 0.1 приведен ниже.
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Доверительный интервал для параметра р:   (0.436, 0.595)


[image: image115.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1

2

cos

2

sin

:

2

cos

2

sin

:

:

5

.

0

,

,

10

:

100

..

10

:

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

=

=

n

x

p

a

pright

n

x

p

a

pleft

n

n

m

n

p

n

rbinom

n

m

n

a

p

a

p



[image: image116.wmf]pleft

n

(

)

pright

n

(

)

0.5

n

0

20

40

60

80

100

0.5

1


Рис. 4.5

Таблица 4.2

N
n
m
N
n
m
N
n
m
N
n
m

1
50
35
6
70
27
11
70
34
16
90
33

2
60
35
7
40
22
12
75
36
17
55
28

3
70
35
8
45
24
13
80
35
18
60
30

4
50
25
9
50
26
14
90
35
19
80
38

5
60
25
10
65
32
15
80
34
20
85
40

Задание 4.4

Доверительный интервал для коэффициента корреляции

Найдите доверительный интервал для коэффициента корреляции по заданной выборке 
[image: image117.wmf](
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 из двумерной случайной величины (варианты задания таблица 4.4)

Порядок выполнения задания

1. Определите и введите компоненты вектора выборочных значений случайной величины (рис. 4.6).

2. Вычислите выборочные средние для х и у.

3. Вычислите величины 
[image: image118.wmf]2
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 и 
[image: image119.wmf]2

ˆ

y

s

.

4. Найдите для заданного значения доверительной вероятности ( квантиль уровня 1– 0.5( стандартного нормального распределения.

5. Найдите точечную оценку коэффициента корреляции.

6. Вычислите доверительный интервал для коэффициента корреляции с заданным значением доверительной вероятности (.

7. Найдите точечную оценку коэффициента корреляции по другой формуле.

8. Вычислите доверительный интервал для коэффициента корреляции с заданным значением доверительной вероятности (, используя точечную оценку коэффициента корреляции, найденную в п. 7.

Пример выполнения задания

Найдите доверительные интервалы для математического ожидания и дисперсии выборки, заданной в таблице 4.3.

Таблица 4.3

х
–0.439
–0.679
–0.473
–0.951
–1.686
0.044
–0.121
0.556
2.192
0.806

у
–3.580
–2.573
2.566
–0.035
–2.667
3.385
4.4
4.825
7.506
3.189


Фрагмент рабочего документа Mathcad с вычислениями доверительных интервалов приведен ниже.
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Рис. 4.6
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Доверительный интервал для коэффициента корреляции: (0.474,0.942)
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Доверительный интервал для коэффициента корреляции: (0.474,0.942)


Обратим внимание на следующую закономерность: при заданной доверительной вероятности с ростом объема выборки ширина доверительного интервала уменьшается и при 
[image: image126.wmf]¥

®

п

стремиться к нулю. При заданном объеме выборки с ростом доверительной вероятности ширина доверительного интервала тоже растет. Это означает, что, чем выше точность оценки, тем меньше ее надежность (достоверность).

Таблица 4.4

1. 

х
1.682
0.386
–1.913
–1.754
–1.656
0.655
–0.704
2.704

у
–11.852
16.851
–11.315
4.084
–10.834
–8.111
5.832
–10.758

х
–2.656
0.861
0.975
3.621
–1.195
1.202
3.193


у
–3.552
8.853
19.607
-2.048
–3.235
10.168
11.248


2.

х
0.492
1.141
1.746
1.963
1.894
0.62
–1.287
1.031

у
13.179
10.359
5.913
7.178
10.179
14.364
20.682
6.851

х
–0.201
–1.626
4.329
–2.372
–3.288
0.873
–2.758


у
8.606
4.25
36.788
12.15
–32.098
12.904
–10.121


3.

х
–0.847
0.278
–1.298
0.794
–1.65
3.9
–5.352
1.84

у
–17.867
4.642
4.802
24.515
6.313
–7.856
–26.851
36.354

х
4.458
2.27
2.451
–1.843
–3.052
1.028
3.049


у
22.944
8.644
–1.023
–13.816
–24.199
–7.076
24.014


4.

х
1.991
1.619
–2.023
–0.727
3.314
0.147
–0.563
–0.813

у
–6.922
9.229
15.093
1.123
–21.609
9.451
–22.941
2.193

х
0.894
1.092
–0.058
0.266
0.945
–1.444
–0.169


у
–12.419
–7.153
–2.961
0.026
4.406
17.23
–2.743


5.

х
–1.124
–2.081
–0.953
–0.514
–0.196
–1.853
–0.469
–0.613

у
6.97
4.261
6.42
–3.659
3.114
6.043
4.598
22.696

х
–2.188
–0.091
–0.434
–2.971
0.642
0.928
–5.095


у
8.84
–1.422
14.659
25.827
–13.594
13.093
6.626


Продолжение табл. 4.4

6.

х
–2.7
–0.931
–0.257
1.383
–0.315
–3.05
0.054
0.835

у
–14.902
–18.113
6.138
13.813
–0.227
4.927
2.576
1.184

х
1.661
3.333
–1.12
0.377
–2.28
–5.092
3.124


у
–14.433
1.527
11.866
2.121
–6.254
1.58
13.972


7.

х
–0.564
–0.519
3.022
–1.669
–0.446
–2.146
–0.498
–3.789

у
18.648
–29.637
11.949
–4.221
8.611
10.646
–0.823
7.915

х
2.741
–1.77
–3.803
–1.949
1.352
1.143
–0.883


у
–12.198
24.134
12.219
–0.105
6.862
–11.786
–12.537


8.

х
–4.987
3.874
1.606
3.361
1.687
0.991
–11.994
–6.09

у
–6.904
9.675
6.019
9.419
6.966
5.52
–21.116
–9.901

х
–0.056
–5.972
–1.238
–0.763
–2.87
–6.29
2.405


у
3.872
–9.468
2.273
–0.222
–1.214
–7.188
7.575


9.

х
–0.111
0.167
–0.783
–2.572
0.558
1.016
0.348
1.772

у
–0.611
–9.194
–6.395
–13.155
–7.037
–0.359
–0.399
–2.346

х
2.111
3.516
–2.694
6.034
3.04
0.847
0.101


у
8.943
–0.641
–0.814
6.623
–2.174
–4.059
0.442


10.

х
–0.825
–0.658
–0.832
1.2
–0.193
–2.05
–0.605
–0.315

у
10.575
1.408
–23.196
15.557
–6.333
–8.882
–11.582
–16.36

х
2.35
–0.637–
–0.503
2.115
–0.801
4.427
0.264


у
–3.379
–15.29
1.772
0.362
–4.942
1.712
15.249


11.

х
0.682
–0.614
–2.913
–2.754
–2.656
–0.345
–1.704
1.704

у
–12.852
15.851
–12.315
3.084
–11.834
–9.111
4.832
–11.758

х
–3.656
–0.139
–0.025
2.621
–2.195
0.202
2.193


у
–4.552
7.853
18.607
–3.048
–4.235
9.168
10.248


Продолжение табл. 4.4

12.

х
–1.105
0.868
1.941
–1.477
–0.076
–1.043
0.372
–1.043

у
4.269
9.783
12.154
–13.444
8.797
–7.24
16.169
3.91

х
–1.279
–2.292
0.206
1.623
–0.455
–4.076
–0.941


у
3.935
15.171
–3.238
20.272
–3.433(10–3
–9.358
–8.341


13.

х
–2.07
0.404
–1.96
2.793
1.692
–1.82
–2.143
0.822

у
2.249
–16.375
–12.108
6.09
14.304
–8.687
–7.723
22.213

х
–1.079
–0.725
0.447
1.559
–0.194
–1.236
–4.506


у
–3.647
2.218
11.291
–5.649
7.16
24.184
11.975


14.

х
–1.644
–0.878
–0.89
1.999
–3.507
0.173
–4.158
–3.645

у
–2.026
12.799
13.037
19.017
23.779
12.654
11.919
0.929

х
0.938
–1.381
–3.606
1.339
–0.148
–1.209
–2.392


у
3.771
14.492
8.348
–3.705
–8.184
–3.405
12.577


15.

х
–0.551
–0.23
–0.106
–2.775
2.319
–0.615
–1.054
–3.185

у
–10.951
12.784
–3.606
4.269
15.325
0.205
21.012
9.51

х
–4.728
1.495
–2.232
–0.731
1.397
–1.224
–1.171


у
27.754
–2.242
5.799
4.826
–10.824
–1.957
16.399


16.

х
–1.912
4.523
–0.222
–0.542
1.264
–0.949
–0.513
–1.208

у
–4.39
–5.245
6.113
1.272
7.447
–5.868
–5.683
–20.858

х
1.409
–1.813
1.332
–0.333
0.411
–2.15
0.864


у
4.818
–2.028
–10.5
2.677
1.962
0.443
21.922


Продолжение табл. 4.4

17.

х
–1.061
0.591
–2.272
1.438
–0.786
0.227
–2.45
–1.358

у
1.108
–5.42
–6.696
–15.749
0.604
5.6
6.927
–12.176

х
–3.014
–1.388
0.569
–0.611
–0.417
–4.585(10–3
–1.467


у
14.867
0.183
–4.233
–19.772
0.14
4.523
–9.801


18.

х
–3.612
–0.67
–0.437
6.001
6.926
4.594
8.662
–3.548

у
–4.652
2.623
2.925
16.764
19.384
14.043
21.13
–1.25

х
0.138
6.892
4.024
4.64
–2.018
–2.123
0.896


у
5.092
17.666
13.011
12.939
–1.254
0.277
4.883


19.

х
2.181
–0.277
–1.102
2.222
–1.287
–0.043
–1.992
0.773

у
1.131
–7.359
–5.862
–1.53
–2.391
3.705
–3.384
4.14

х
2.882
1.373
–3.02
1.332
–2.51
1.501
3.809


у
–6.567
3.948
–9.05
–2.653
–18.095
–4.123
–9.65


20.

х
0.14
0.875
–0.399
–3.334
0.029
–0.517
–0.859
–0.424

у
4.499
–11.776
–7.779
1.058
–4.034
–2.842
–10.317
6.482

х
0.039
0.379
0.278
–4.657
0.782
0.732
4.636


у
12.36
–20.694
15.673
–6.931
22.99
–1.26
18.032








� При достаточно больших п (п > 120) распределение Стъюдента мало отличается от нормального.
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